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Chapitre 1

Espaces probabilisés

1.1 Notions fondamentales

1.1.1 Expérience aléatoire

Cette premiére notion de la théorie des probabilités s'est imposée au 17°™ siécle dans I'étude des jeux de
hasard (jeux de dés, de cartes, etc...). Une expérience aléatoire se décrit mathématiquement par la donnée
de I'ensemble des résultats possibles de I'expérience en question. Il est de tradition de noter w un tel résultat
(parfois appelé éventualité dans la suite) et de désigner par §) I'espace de tous ces résultats possibles.

Exemples
1. On lance un dé et I'on s'intéresse au chiffre lu sur sa face supérieure : Q = {1,2,3,4,5,6}.

2. On lance deux dés et I'on s'intéresse a leurs faces supérieures :
Q={w=_(>ij), 1<i<6, 1<j <6}

3. On lance deux dés et I'on s'intéresse 3 la somme des deux faces supérieures : Q = {2,3,...,12}.

4. A l'instant t = 0 on met en fonctionnement un appareil et I'on s’intéresse au temps de bon fonctionne-
ment : Q) =R,.

5. On observe les points d'impacts de neutrinos sur une cible plane : Q = IR?.

6. On observe pendant un intervalle de temps [t1,t2] un bruit électronique continu : = C° ([t1,t2])

1.1.2 Evénement (d’une expérience aléatoire)
Définition
Un événement est un ensemble de résultats w d’une expérience aléatoire (caractérisée comme on vient de

le voir par la donnée d'un ensemble ) possédant une méme propriété. On peut ainsi faire correspondre un
sous-ensemble (ou une partie) de ) 3 chaque événement :

L en bijection .
Ensemble des événements ki Ensemble des parties de €2

P()
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Si A C Q, on dira que I'événement A se réalise dans I’expérience si I'éventualité w qui se produit au cours de
cette expérience est telle que w € A.

Exemple. On reprend I'exemple 1 du paragraphe précédent et I'on considére I'événement :
“le chiffre lu est pair”.

Le sous-ensemble de ) associé a cet événement est A = {2,4,6}.
Si le résultat w de I'expérience est 2, 4 ou 6, I'événement A est réalisé.

Opérations logiques sur les événements aléatoires

— A tout événement A est associé son contraire (“non A" en logique) noté A°, qui est réalisé lorsque A
ne l'est pas. Dans la représentation des événements par des parties de (), I'ensemble correspondant a A€
est donc le complémentaire (dans ) de (I'ensemble représentatif de) A.

— Pour tout couple d'événements Ay et As, I'événement “Aq et As” est par définition celui qui se réalise
si les événements A1 et Ay sont réalisés en méme temps. Dans |'espace (), I'événement “Ai et A"
est représenté par les w réalisant 3 la fois Ay et Ay c'est-a-dire par l'intersection (des ensembles
représentatifs) de A, et de Ay : A; N As.

— L’événement impossible (qui ne se réalise jamais) sera noté () comme I'ensemble vide qui le représente
dans Q. L'équation AN Az = 0, qui exprime que les parties (représentatives de) Ay et Ay sont disjointes,
signifie alors que les événements A; et Ay sont incompatibles (ils ne se réalisent jamais simultanément
au cours d’une méme expérience).

— Pour tout couple d'événements Ay et As, I'événement “Ay ou As” est celui qui par définition est réalisé
si I'un au moins des événements A1 ou Ay est réalisé; il s’agit donc ici du “ou” non exclusif. Dans
I'espace 2, I'événement “A; ou A" est représenté par la réunion (des ensembles représentatifs) de A;
et de Ay : A1 U As. Lorsque A1 et Ag sont incompatibles, et seulement dans ce cas, on notera Ay + As
a la place de A1 U As.

— L’événement certain (qui se réalise toujours) sera noté ) puisqu’il est réalisé quel que soit le résultat w
de I'expérience aléatoire. L'équation A1 UAy = € signifie donc que quel que soit le résultat de I'expérience
aléatoire, I'un (au moins) des événements Ay, Ay est réalisé.

— L’événement A implique I'événement B si I'événement A ne peut étre réalisé sans que B ne le soit aussi.
Il revient au méme de dire que dans I'espace (), tout w appartenant a A appartient aussi 3 B, donc que
A est contenu dans B. La relation logique d’implication sera donc notée A C B.

Systéeme exhaustif d’événements

Evidemment, plus de deux événements peuvent étre combinés par les opérations précédentes. Ainsi, si

(Ap)ner est une suite (finie ou infinie mais dénombrable) d'événements, la réunion | | A, désignera I'événement
nel

“A1 ou Ay ou ...”. On conviendra de noter ZAn cette réunion lorsque les événements A,, n € I, sont

nel
deux a deux incompatibles. Ainsi, les relations

Y(n,m) € I?, n#m = A, N A, = 0;

S A, =0,

nel
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qui expriment que les ensembles A,, n € I, forment une partition de €2, signifient qu’il est certain qu'un et
un seul événement A,, parmi tous les n € I, sera réalisé. Un tel systeme d’événements est appelé systeme
exhaustif d’événements.

Exemple. D’une facon générale, pour tout événement A, le systéme formé des événements A et A€ est
exhaustif. Ainsi, dans le cas du lancer d'un dé, les deux événements suivants :

— A = “le chiffre lu est pair”;

— B = ‘le chiffre lu est impair”,
forment un systéme exhaustif puisque B = A°€.

Résumé

Terminologie probabiliste H Terminologie ensembliste H Notations ‘
Evénement Partie de Q2 A B, ...
Evénement certain Espace entier 2 Q
Evénement impossible Partie vide 0
Evénement contraire Partie complémentaire A°
Et Intersection N
Evénements incompatibles Parties disjointes AiTNAy =10
Ou (non exclusif) Réunion U
Ou (pour des événements Somme (pour des parties
2 3 2 incompatibles seulement) || 2 a 2 disjointes seulement) +,2
Implication Inclusion ACB
Systeme exhaustif Partition de Q >onAn =8

1.2 Probabilité

1.2.1 La loi empirique des grands nombres

Faute de pouvoir prédire qu’une expérience donne lieu a un résultat déterminé on veut pouvoir associer
a chaque événement un nombre représentant la probabilité qu'il se réalise. Cette probabilité est |'expression
d’une propriété de permanence lors de répétitions de |'expérience car une propriété essentielle d'une expérience
aléatoire est de pouvoir étre répétée indéfiniment (dans des conditions “identiques et indépendantes” ).
La fréquence de réalisation d’'un événement A au cours de N répétitions de |'expérience a laquelle il est lié
s'écrit :
~ Na _ Nombre de réalisations de I'événement A au cours de N expériences
- N N '

Fn(A)

On Vérifie expérimentalement que cette fréquence Fn(A) fluctue de moins en moins lorsque N augmente.
C'est ce résultat expérimental, connu sous le nom de loi empirique des grands nombres, qui permet de définir
mathématiquement la notion idéalisée de fréquence de I'événement A :

. . N
F(A) - N1—1>r-ri-100 FN(A) - N1—1>r-ri-100 WA
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On vérifie facilement que
(i)  Pour tout événement A, F(A) >0 et F(Q2) = 1;

(ii) F (Z AZ-) = Z F(A;) pour des événements A;, i € I ensemble dénombrable, deux a deux incompatibles.
iel icl

On retiendra ces deux propriétés pour définir axiomatiquement les probabilités (sans faire reposer cette définition
sur la loi empirique des grands nombres). La théorie mathématique rigoureuse développée a partir de cette
définition s'est révélée a méme de rendre compte des phénoménes aléatoires.
1.2.2 Définition et premieéres propriétés

Pour compléter la description d’une expérience aléatoire §2, il nous reste a associer a tout événement A €
P(2) sa probabilité P(A) suivant la définition suivante que justifie le paragraphe précédent.
Définition et application au cas discret

Définition. On appelle probabilité sur ) toute application P : P(2) — [0, 1] telle que :

(i) PQ)=1
(ii) Pour toute famille dénombrable (A;);c; de A; € P(Q) deux a deux disjointes, on a :

P (Z Ai |l = Z P(A;)  (axiome de o-additivié)

i€l el

L’ensemble Q2 muni de la probabilité P, noté (2, P), est appelé espace probabilisé.
C'est I'espace fondamental associé a I'expérience aléatoire étudice.

Exemple : le cas discret. On considére un ensemble ) dénombrable muni d’une probabilité P.
Pour tout w € ), posons p, = P ({w}). Alors, pour n'importe quel événement A C ), |'égalité évidente
A=) "{w} et I'axiome de o-additivité impliquent :

weEA

P(A) =) P({w}) =) po

w€EA w€eA

Ainsi, toute probabilité P pour un espace €} dénombrable est entiérement déterminée par la donnée de la suite
(pw)wen des probabilités des événements élémentaires (c'est-a-dire réduits a une éventualité). Nous voyons ainsi
qu'il existe autant de probabilités sur Q que de suites (p,,)weq € [0, 1] satisfaisant la condition

Z pw = P(Q) =1.
weN
Dans le cas particulier ot () = IN par exemple, on peut choisir

e AN

Vn € Q, Px({n}) = o

ot \ est un réel strictement positif fixé. Cette loi de probabilité classique, appelée loi de Poisson sera étudiée
au chapitre suivant.
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Propriétés

Ce sont des conséquences simples de la o-additivité de P.

PropPoOSITION 1
1. VACQ, P(A°)=1- P(A)
2. P(0)=0
3. YA, B C Q, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Démonstration
1. Comme A+ A° =, la o-additivité de P implique P()) = P(A) + P(A°) = 1.
2. On applique I'égalité précédente 3 A = () (ce qui implique A° = Q).

3. Les événements A et B— A = {w € B, w ¢ A} sont incompatibles et AUB = A+ (B — A). Par
application de la o-additivité de P, il vient ainsi :

P(AUB) = P(A) + P(B - A) n
—_———
P(B)—P(ANB) car B=(B—A)+(ANB)

1.3 Probabilité uniforme et dénombrement

1.3.1 Etude d’un ensemble fini d’éventualités équiprobables

On considere ici un espace probabilisé (2, P,,), ol I'espace Q) est fini (c’est donc un cas particulier du cas
Q) dénombrable” envisagé plus haut).
On suppose de plus que toutes les éventualités sont équiprobables, c'est-a-dire :

’Vw,w’ €, P,({w}) =P, ({'}) ‘

Comme Z {w} =Q et que P,(Q) =1, la o-additivité de P, permet d’écrire :
wel)

APNEIES SEAEIN
wes weN

Pour chaque wq € §2, on a donc

> P, ({w}) = Card () x P, ({wo}),

we

soit finalement :

P,({wo}) = Caril(Q)

Cette expression justifie que cette probabilité soit appelée probabilité uniforme (d'ou le u en indice). Cette
probabilité uniforme régit la plupart des modéles finis de jeux de hasard et d’ailleurs, lorsque dans le langage
courant on dit que I'on ‘“choisit au hasard” un élément d’un ensemble fini 2, on sous-entend le plus souvent
que les divers choix possibles sont équiprobables et donc que I'espace €2 est muni de la probabilité uniforme.
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Plus généralement, le calcul de la probabilité uniforme d’'un événement A € () se déduit facilement de I'expression

précédente, puisque :

wEA

Pu(A> = Z Py ({w}) -

Card (A)

Card (?)

Nous voyons ainsi que le calcul de la probabilité uniforme d’un événement A se raméne a celui du cardinal du
sous-ensemble de 2 associé 3 A, ce qui revient finalement a dénombrer les éléments de cet ensemble. Lorsqu’il
peut étre effectué, ce calcul est le plus souvent de nature combinatoire, c’est pourquoi il utilise généralement
les notions classiques (que vous connaissez déja normalement) de combinatoire qui sont rappelées dans le

paragraphe suivant.

1.3.2 Dénombrement

Soient E = {x1,x2,...,x,} un ensemble fini a n (n > 1) éléments et p un entier de {1,2,...,n}.

p-arrangements sans répétition de n éléments
Définition. On appelle p-arrangements sans répétition de n éléments de E toute liste ordonnée du type
(-fUil s Loy e -

ot les indices iy,12,...,i, sont deux a deux distincts (ce qui implique que les éléments d'une telle liste sont

également deux a deux distincts).
Ainsi, deux p-arrangements différent :
— soit par la nature de leurs éléments;

— soit par l'ordre dans lequel sont rangés ces éléments.

I est de tradition de noter AP le nombre (ou cardinal) de tous ces p-arrangements sans répétition de n éléments :

AP = AP~ [ —

D’ou, successivement :
p—1 _
AP ,
p— _
AP =

.
Al =

(p

. 7xip)7

—1)].

AP~ [n— (p - 2)]
AP < [n— (p - 3)]
Al x (n - 1)

En multipliant membre a membre ces égalités, on obtient finalement :

(AL =n(n-1)(n-2)...(n—p+1)]|

Si I'on introduit la quantité factorielle n, classiquement notée n! et définie pour tout entier n > 1 par

nl=nxn—-1)x(n—2)x...x3x2x1,

avec la convention 0! = 1, I'égalité précédente s'écrit donc simplement :

An

(n —p)!

Espaces probabilisés
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Exemple. Répartir 3 ordinateurs différents entre 6 étudiants revient a choisir 3 personnes parmi les 6 suscep-
tibles d’'obtenir une machine. Comme les 3 machines sont différentes, on doit tenir compte de I'ordre dans lequel
ces 3 étudiants sont choisis (le premier choisi obtient la machine n°1, le second la machine n°2, etc...). C'est
pourquoi, le nombre de possibilités de répartir ces 3 machines différentes entre les 6 étudiants est A3 = 120.

Cas particulier : les permutations. Sip = n, AP désigne alors le nombre de permutations (des n
éléments) de E.

Deux permutations ne différent donc que par I'ordre dans lequel les n objets sont rangés.

D’aprés la formule précédente, le nombre de permutations de E est :

pn = n!

Ainsi, dans le cas ot n = 3, les différentes permutations de {x1,x2,x3} sont, outre {x1,x2,x3} lui-méme,
{z1,23, 22}, {w2, 21,23}, {72, 23,21}, {23,201, 22} et {x3,xa,21}. Ceci montre qu'il y a bien 3! = 6 possiblités
de répartir 3 machines différentes entre 3 étudiants.

Combinaisons de n éléments pris p a p

Définition. Toute sous partie F' = {x;,, Ti,, ..., x;,} de E contenant p éléments, dans laquelle ces éléments
sont distincts et énoncés dans un ordre quelconque, est appelée combinaison de n éléments pris p a p.

On note généralement C? leur nombre.

Les éléments de chacune de ces combinaisons pouvant étre ordonnés de p! facons différentes, on peut écrire

plCP = AP

ce qui implique finalement :

n!

o L —
p!(n —p)!

Lorsquep =0, il n’y a qu'un seul sous-ensemble de E ne contenant aucun élément (c’est I'ensemble vide), c'est
pourquoi on convient de poser :

Exemple. Répartir 3 ordinateurs identiques entre 6 étudiants revient & nouveau a choisir 3 personnes parmi
les 6 susceptibles d’obtenir une machine. Mais comme les 3 machines sont, cette fois, identiques, I'ordre dans
lequel ces 3 étudiants sont choisis n'importe pas. C'est pourquoi, le nombre de possibilités de répartir ces 3
machines identiques entre les 6 étudiants est C§ = 20.

Propriétés des CE. Les propriétés essentielles a retenir sont les suivantes :

CrelN (pef0,1,...,n})
crorr (pefol,...n})
CP=CP_ +CP1 (pe{l,2,....n—1}) (formule de Pascal)

La formule de Pascal est a la base du calcul du triangle de Pascal.
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Une application : la formule du binéme de Newton. Quels que soient les réels a, b et I'entier n € IN¥,
on démontre (par récurrence sur n) que

(a+b)" =a"+Cla" b4+ C2a" 2?4 ... + C Lab" ! 4"

S Chan P

p=0

1.4 Conditionnement et indépendance

1.4.1 Probabilités conditionnelles
Exemple introductif

On considére une famille ayant deux enfants. Chaque enfant est désigné par F' lorsque c’est une fille et par
G si c'est un gargon. L’espace ) dans lesquel on se place est donc :

Q:{<F7F)7 (FvG) ,(G,F),(G,G)}

. S
la fille est née avant le garcon

On suppose qu'il y a équiprobabilité entre chacune des 4 éventualités composant ().
Définissons les deux événements suivants :
— A = “La famille a deux garcons” : P(A) =
— B = “La famille a au moins un garcon” : P
On suppose que B est réalisé.
Les éventualités qui réalisent A sont donc dans AN B, et :

1.
47
(

[N

) =

bre d’éventualités de ANB 1
La probabilité de A (lorsque B est réalisé) = fom rz edv'e/n ui : 751‘ ed 7~ 3
nombre d'éventualités de

Et I'on constate sur cet exemple que P g(;g])g ) — %

Wl

1.4.2 Définition et propriétés

Définition. Soit (2, P) un espace probabilisé. Soient A et B deux événements tels que P(B) # 0.
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B la quantité

P(ANB)

P(A/B) = =5

On remarque que A — P(A/B) est une nouvelle probabilité sur Q2 (notée P(./B) ) qui vaut 0 sur tous les
événements incompatibles avec B.

Exemple. Considérons la probabilité uniforme P, définie sur un espace fini ) par

~ Card (A)

Fu(4) = Card (Q)
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Si I'événement B n'est pas impossible (B # (), sa probabilité P,(B) est strictement positive et pour tout

événement A
P,(ANB) Card(ANB)

P.(A/B) =

P,B) Card(B)
Si A C B, cette formule se réduit a
~ Card (A)
P.(A/B) = Card (B)’

et montre que pour ces événements A la probabilité conditionnelle P,(./B) se réduit a la probabilité uniforme
sur B.
Ce résultat, que nous avons déduit de la définition est bien conforme a l'intuition.

THEOREME 1 (Formule de Bayes) — Soit (By,)ner un systéme ezhaustif d’événements tels que
Vn € I, P(By) #0.

Alors :

VACQ, P(A) =) P(A/By) x P(By,).
nel

Démonstration. Comme les B, n € I, sont deux a deux incompatibles, il en est de méme des A N B,
n € I. Ainsi, A = Z(Aﬂ B,) et
nel

P(A) =) PANB, .=

"€l pA/Ba)x P(By)

1.4.3 Evénements indépendants
Définition

Comme on vient de le voir, P(A/B) # P(A) en général (lorsque A ‘“dépend” de B). En fait, on a
I'équivalence :

P(A/B) = P(A) «<= P(AN B) = P(A) x P(B).

Définition. Dans un espace probabilisé (2, P), deux événements A et B sont dits indépendants si

| P(AN B) = P(A) x P(B)|

Remarques. 1) Un événement A est toujours indépendant de () et de (2.
2) Si deux événements A et B sont indépendants, alors il en est de méme de A€ et B, de A et
B¢ et de A€ et BC.
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Exemple et généralisation

Exemple. L’expérience consiste a lancer deux dés :
Q={w=1(47), 1<i<6, 1<j <6}

On s'intéresse aux deux événements suivants :
— A= "le premier dé donne un chiffre pair” : P(A) =
— B= "le deuxiéme dé donne un chiffre pair” : P(B) =
On voit facilement que P(AN B) = 1. Par suite, P(AN B) = P(A) x P(B) donc A et B sont indépendants.
Considérons maintenant |'évenement :

— C = “la somme des deux chiffres lus est paire” : P(C) = 3.
Ona P(ANC) =1 = P(A) x P(C) donc A et C sont indépendants.
Par raisons de symétrie, B et C' sont indépendants, donc A, B et C sont deux a deux indépendants.

Et pourtant,

P(ANBNC) # P(A) x P(B) x P(C).
En effet, ANB C C donc ANBNC =ANB et PIANBNC) = 1 # P(A) x P(B) x P(C).

Cet exemple montre que trois événements deux a deux indépendants ne sont pas forcément ‘globalement”
indépendants lorsqu’ils sont pris “dans leur ensemble”. Cela conduit a généraliser la définition précédente au cas
de plus de deux événements comme dans la définition suivante.

Définition. Dans un espace probabilisé (2, P), n (n > 3) événements Ay, As, ..., A, sont dits indépendants
dans leur ensemble, si :

k
Vi, 1 <k <n, P(AilﬂAhﬂ...ﬂAik): HP(A“)
j=1

1.5 Un exemple récapitulatif

1.5.1 Description de I’expérience et du probleme

On dispose de deux dés supposés parfaits (disons le dé a et le dé b).
On jette ces deux dés et on lit le nombre apparaissant sur la face supérieure du dé a puis celui apparaissant sur
la face supérieure du dé b.
L'entier n appartenant a {1,2,3,4,5,6}, on va essayer de répondre aux questions suivantes :

1. Quelle est la probabilité que le premier chiffre lu soit n 7 Et celle que le deuxieme chiffre lu soit n ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir un double ?

3. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 6?7

4

. Quelle est la probabilité d’obtenir un double ou au moins un 6 ?
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1.5.2 Solution

On va voir comment le formalisme mathématique introduit dans ce chapitre permet de résoudre ce probleme.
Avant toute chose, il faut définir I'espace ) des observations. Comme on I'a déja vu dans 'exemple 2 du §1.1 :

Q={wij=(i,4), 1<i<6, 1<5 <6}

Par suite, Card (£2) = 6 x 6 = 36. Ensuite, comme les deux dés sont supposés parfaits, toutes les éventualités
wi,j, pour i et j dans {1,2,3,4,5,6} sont équiprobables, donc :

1 1

Plwi) = Gad@) ~ 36

Ceci montre que le cadre mathématique adapté a la résolution de ce probléme est I'espace probabilisé (), P)
ou P désigne la probabilité uniforme.

1. Quelle est la probabilité que le premier chiffre lu soit n 7 Et celle que le deuxieme chiffre lu soit n ?
Soit A,, I'événement : “le premier chiffre lu est n”. Il est clair que A,, = {wy, j, 1 < j < 6}. Par suite,
Card (A,) = 6, donc, comme P est la probabilité uniforme :

Card (4,) 1
PA,) = ——F=-.
(4n) Card(©2) 6
De méme, en posant B,, = “le deuxieme chiffre lu est n” et en appliquant un raisonnement totalement
similaire, on obtiendrait
1

En fait, on peut procéder un peu différemment pour calculer P(B,,) (bien que ce soit un peu artificiel,
mais c'est pour utiliser les notions introduites plus haut).

En effet, (Ai)i<i<e €tant un systéme exhaustif d’événements tels que P(A;) = % % 0 pour tout
i€{1,2,3,4,5,6}, la formule de Bayes s’applique :

6

P(B,) = ;P(Bn/Ai) X P(:41-) .

Or, P(Bn/A;) = § (car B, N A; = {win} et il résulte de I'exemple de la section 1.4.2 que
Card (Bn N Az)

Pu(Bn/Ai) = —5- (A;)

: 1 1\2 1
etdoncqueP(Bn)zzgx6:6>< i) &

Remarque. Ces résultats confirment I'impression (totalement intuitive) que les événements A,, et
By, pour 1 <n,m < 6 fixés, sont indépendants. En effet, A,, N By, = {wn,m} donc

P(An (1 By) = % — P(A,) x P(By).
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2. Quelle est la probabilité d'obtenir un double ?

6
Soit C'="les deux chiffres lus sont égaux”. On a en fait C' = Z (An N By).
n=1
En effet, les événements de la suite (A, N By,)1<n<e sont deux a deux incompatibles puisque A, N By, =
{wnn}. On en déduit donc :

3. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 6?7

Soit D="1"un au moins des chiffres lus est 6”. Comme D = AgU Bg, on a :

P(D):P(z‘lﬁ)JFP(BG)—P(AGﬁBﬁ):E

36
3 P({ws,6})=35

D=

4. Quelle est la probabilité d'obtenir un double ou au moins un 6?7

Posons E = “les chiffres lus forment un double ou contiennent au moins un 6”. Comme E = C U D, on
a cette fois

P(E) = P(C) + P(D) ~P(CN D).

-

1
6

°

Or, CN D = {wgg}, donc P(CN D) = 3 et P(E) = ¢.



Chapitre 2

Variables aléatoires discretes

Une wvariable aléatoire (v.a. en abrégé) est définie par référence a une expérience aléatoire comme une
variable X dont la valeur dépend du résultat w de cette expérience. A proprement parler une v.a. est donc une
fonction définie sur I'espace §2 associé a I'expérience aléatoire.

Dans I'exemple du jet de deux dés, la somme S des chiffres lus sur la face supérieure de chacun des dés est une
v.a. A valeurs entiéres positives égale & la fonction de w € Q = {1,2,...,6}2 définie par

S(w) =n1 +na siw = (n1,n2).

On ne considére dans ce chapitre que des v.a. discrétes, c'est-a-dire des v.a. dont I'ensemble des valeurs,
généralement noté F, est dénombrable :
X:Q—FE.

Naturellement si E C Z , la v.a. sera dite entiere.
SiEc Z®(d>2) nous dirons que X est un vecteur aléatoire entier et I'on désignera ses coordonnées par
X1, Xo,..., X4 (chacune de ses coordonnées est une v.a. entiére).

2.1 Loi de probabilité

Soient (€2, P) un espace probabilisé et X : Q) — E une v.a. discreéte.

2.1.1 Définition

Pour tout x € E, {X =z} e {w € Q, X(w)=x} est une partie de 2, donc un événement. On peut donc

calculer P({X = z}) qui sera noté plus simplement P(X = x) ou bien px(x) dans la suite.

Définition. La famille des nombres {P(X = x), x € E} est appelée loi de probabilité de X.

L'intérét de cette loi de probabilité est de permettre de calculer directement, sans passer par ), la proba-
bilité de tout événement “ne dépendant que de X ". Un tel événement corrsepondant a une partie F' de E est
en effet de la forme
A={XeF}¥{weq XweF) = {X=u1}
zeF

17
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puisque les événements {X = x}, z € F, sont deux a deux disjoints.
Comme E est dénombrable, F' |'est aussi et la o-additivité de P montre alors que la probabilité de A vaut

P(A)=P(XeF)=> P(X=u).

zeF
px (2)

Exemple. Pour la somme S des chiffres lus en jetant deux dés supposés parfaits, le dénombrement des cas
possibles donne, compte tenu du fait que Card (Q) = 62 = 36 :

2z [ 2] 3] 4] 56 | 7 [ 8] 9 [10]11]12]
| ps(x) || 1/36 [2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 [ 3/36 | 2/36 | 1/36 |
Par suite,
P(S < 5) = P(S € {2,3,4,51) = ps(2) +ps(3) + ps(4) +ps(5) = 10

sans qu'il soit nécessaire de dénombrer les cas favorables 3 S < 5.

2.1.2 Transformation de v.a.

Dans I'étude de modéles probabilistes, on est fréquemment amené a transformer des v.a. en d’autres v.a. et
donc a appliquer le résultat suivant :
PROPOSITION 1 — Si X : Q — E est une v.a. discréte sur un espace probabilisé (0, P) et si f : E — FE'
est une application arbitraire de ’espace dénombrable E dans un second espace dénombrable E', alors

Y=foX,

également notée Y = f(X), est une v.a. discréte dont la loi de probabilité {py (y),y € E'} se déduit de
celle {px(z),z € E} de X par la formule

pry)= Y,  px(x)
(2B, f(x)=y}

Démonstration. Comme pour tout y € E’

Y=yt= >  {X=u},

{zeE, f(z)=y}

et que la somme du second membre est dénombrable (puisque E I'est) il est clair que Y est une v.a. discréte
et que sa loi est donnée par la formule précédente. m

Attention : /a deuxiéme partie de la proposition 1 ne se généralise pas telle quelle a des fonctions de plusieurs
variables !

En effet, si X; : Q@ — E; (1 < j < k) sont k v.a. discrétes (k > 2) définies sur le méme espace probabilisé
(Q, P), toute fonction f : Fy X Ey X ... x E, — E o0 E est un ensemble dénombrable donne encore une v.a.
discréte par composition, soit Y = f(X1, Xo, ..., Xx) puisque

{Y:y}: Z {Xl:$1}Q{X2:3}2}ﬂ...ﬂ{Xk:IL‘k}

{(z1,22,...,x5)EE1 X EaX..X By, f(x1,22,....2)=y}
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est un événement pour tout y € E.

Mais les lois de probabilité de chacune des variables X; (1 < j < k), c'est-a-dire la suite des nombres { P(X; =
x), * € E;} pour j = 1,2,...,k, ne suffisent pas en général a déterminer la loi de Y (c'est-a-dire les
P(Y =vy) pour touty € E). En effet, pour calculer cette loi, il faut connaitre les probabilités P(X; = x1, X2 =
x9,..., X = xy) c'est-a-dire la loi du vecteur aléatoire (X1, Xo,...,Xx) et considérer donc que Y est une
fonction d’une seule variable, la variable vectorielle (X1, X3, ..., X), comme c’est le cas dans |'exemple suivant.

Exemple. Lors d'un tirage de cartes d’'une méme couleur (il s'agit de 13 cartes distinctes : as, roi, dame,
valet, 10,9,8,...,2) un joueur recoit successivement 2 cartes de hauteurs respectives X, et Xo (X = 13 pour
un roi, X = 1 pour un as, etc...) et s'intéresse a la plus haute des deux cartes, donc 3 Y = max(X1, Xo2).
Evidemment, X1 et X9 ont des lois uniformes :

1

Vo e {1,2,...,13}, P(Xi:a?):ﬁ (1=1,2),

et la loi du vecteur aléatoire (X1, X2) est donnée par

1 . )
Ex1z S L1 7 X2

2 _ _ —
V($1,$2)€{1,2,...,13} ) P(X1—$17X2—x2)_{ 0 Sl.xlzl'g,

{Xlle}ﬂ{XQICIEQ}

si le tirage est effectué sans remise de la premiére carte (on aurait simplement P(X; = x1, X2 = x2) = é
pour un tirage avec remise).

Ainsi,
P(Y =13) = > P(X1 =21, X2 = 12)

{(z1,x2)€{1,2,...,13}2, max(x1,22)=13}

= Z P(Xlzl’l,XQ:.’L'Q)
{(z1,x2)€{1,2,...,13}2, z1#x2, max(zi,r2)=13}

1 2
= 2x12x = —.
13 x 12 13

Remarque : formule des lois marginales. S/ (X,Y') est un vecteur aléatoire discret de coordonnées X
et Y (ce sont donc deux v.a. discrétes) dont la loi de probabilité est notée

pX,Y(xay) = P(X = .Z',Y = y)

alors la loi de X est donnée par la somme

px(z) = pxy(,y)

2.1.3 Loi de probabilité conditionnelle

Appliquons aux v.a. discrétes la définition des probabilités conditionnelles. Si B est un événement de pro-
babilité P(B) > 0 (X : Q — E désignant toujours une v.a. discrete) nous appellerons loi de probabilité de X
conditionnelle en B la loi de probabilité q sur E définie par

P({X =2} nB)
P(B)

4(a) = P(X = a/B) =
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Cette notion est surtout importante pour des événements B associés a une seconde variable Y comme dans la
définition suivante.

Définition. Si X : Q — E et Y : Q — F sont deux v.a. discrétes définies sur le méme espace probabilisé
(Q2, P), la loi conditionnelle de X en'Y est définie comme la famille de lois de probabilité px v (./y) sur E
indexée par les valeurs y € F' de 'Y telles que P(Y = y) > 0, qui est donnée par :

pxyy(e/y) = P(X = x/Y =y) (z € E)

Exemple : lois géométriques des durées de vie. SoitT une v.a. entiére strictement positive représentant
une durée (exprimée en secondes, par exemple) de vie (ou de bon fonctionnement) d’un objet électronique, ayant
débuté a I'instant 0. Placons nous ensuite a un instant t > 0 et supposons que nous observions a cet instant
que l'objet en question fonctionne toujours correctement. Conditionnellement en cette information {T' > t}, la
durée de bon fonctionnement résiduelle, T — t, posséde une loi notée q; sur IN* que I'on peut calculer a partir
de la loi initiale py :

PT=t+n) pr(t+n)
P(T > t) 3 pr(m)

m>t

Vn>1, ¢(n)=P(T —t=n/T >1t)=

Bien entendu pourt =0, q; est égale a la loi de probabilité de T'.
Sil'on suppose que I'objet ne s’abime pas en fonctionnant (hypothése courante lorsqu'il s’agit d'objets électroniques),
il est naturel de supposer

q:(n) = pr(n).

Par suite, nous avons :
vVt € IN, vVt € N*, pp(t+n) = pr(n) x lz pT(m)] .
m>t
Par sommation de cette égalité sur n > s pour s € IN*, on obtient

> pr(t+n) = [ZPT(”)] x lz pT(m)],

n>s n>s m>t

soit, en posant S(k) = Z pr(m) :
m>k

V(t,s) € (IN*)?, S(t+s) = S(s) x S(t).

Par suite, S(s) = a® avec a > 0 (car S(.) > 0) et a < 1 (car S(s) =3 0).
Enfin, puisque pr(n) = S(n) — S(n — 1), la loi de T sous I'hypothése précédente est nécéssairement I'une des
lois géométriques notées G(a),

pr(n) = (1 —a)a™? (n e IN¥)

dont le paramétre a est un réel de ]0,1].
Pratiquement, on vérifie que ces lois géométriques décrivent bien le temps de bon fonctionnement des appareils
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électroniques.

La formule de définition des probabilités conditionnelles est souvent utilisée sous sa forme multiplicative :
P(ANB)=P(A)P(B/A) si P(A) # 0.

En prenant A = {X = z} dans cette égalité puis en sommant sur x, on démontre le célébre théoréme de Bayes.

THEOREME (de Bayes) — Pour tout événement B et toute v.a. discréte X : Q — E telle que P(X = x) #0
pour chaque x € E, on a

P(B)=Y_ P(X =2)P(B/X =ux).
zelR

2.1.4 V.a. indépendantes

Définition. Deux v.a. discretes X : Q — E et Y : Q — F définies sur le méme espace probabilisé (2, P)
sont dites indépendantes si

PX=z,Y=y)=PX=2)P(Y =y)

pour tout x € E et tout y € F. Cette égalité s'écrit encore

px,y(z,y) = px (v)py (y)

Remarque. 5i X etY sont indépendantes alors

P(X =z,Y =vy)
P(Y =y)

P X =z/Y =y) = =P(X =1

pour tout x € E et tout y € F tel que P(Y =y) # 0.
Ceci traduit le fait que la connaissance de la valeur y prise par I'une des deux variables (la variable Y dans le
cas envisagé ici), n'apporte aucune information sur la probabilité que X soit égal 3 x.

Généralisation. La définition précédente se généralise aisément au cas de n (n > 2) v.a. discrétes X,, :
Q — E,, définies sur le méme espace probabilisé ({2, P). Ces n v.a. seront dites indépendantes si

P(Xl :CL‘l,XQZl‘Q,...,Xn:l‘n):P(X1 :561)XP(XQZI‘Q)X...XP(Xn:xn).

2.2 Grandeurs caractéristiques d’une v.a. réelle discrete

Soit (2, P) un espace probabilisé.
Une v.a. discréte X : Q) — FE est dite réelle si ses valeurs possibles sont réelles, c'est-a-dire si E C IR. Toute
v.a. entiére X : Q) — ZZ par exemple est de ce type.
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2.2.1 Espérance
Définition et premiere interprétation

Définition. L'espérance d'une v.a. réelle discréte X : Q — E (E C IR), notée E (X)), est définie a partir de
sa loi de probabilité par :

E(X) = Z xpx(z)

zelk

pourvu que la série du second membre soit absolument convergente.

Exemple. Soit X une v.a. suivant une loi géométrique de parametre a €0, 1[, ce que I'on note X ~ G(a).
Alors, pour tout n € N*, P(X =n) = (1 — a)a™! donc I'espérance de X s'écrit :

E(X) = Z n(l—a)a" ' =(1-a) Z na" .

nelN* n>1 (am)’

Or le rayon de convergence de la série entiére (de la variable a) {a"},>0 est égal a 1, donc

o= (S0r) - () - s

n>1 n>0

et

Interprétation. Comme Z px(z) =1, la définition précédente s’écrit aussi
zel

Z xpx ()
E (X) _ zEFE

Y px(a)

zeFE

ce qui montre que I'espérance de X s'interpréte comme ['isobarycente (ou le centre de gravité) de la répartition
de masses discrétes px (x) aux points x (€ E) de IR.

C'est pourquoi, la v.a. X est dite centrée lorsque E(X) =0 .

En particulier la v.a. Y = X — E (X)) est toujours centrée.

Remarque. Soient A C Q et la fonction indicatrice de (support) A, notée 14, et définie par :

14: Q@ — {0,1}
o 1 siwe A
“ 0 siwd¢ A

Comme 1,4 est une v.a. discréte réelle de Q) dans E = {0, 1}, nous pouvons calculer son espérance :
E(1y)=0xPAa=0)+1xPAs=1)=P1a=1)=P(A).

Autrement dit, la probabilité de A est I'espérance de la v.a. 14.
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Autre interprétation de ’espérance

Considérons une v.a. réelle discrete X : Q@ — {x1,x2,..., 21}
Afin d’estimer la loi de probabilité de X, on s’intéresse a la suite X1, X, ..., X des v.a. obtenues en répétant
N (N > 1) fois de suite I'expérience aléatoire a laquelle X est liée.
D’aprés la loi empirique des grands nombres

. 1
rocean (3 S
pour tout x; dans E (1 < i < k). En d’autres termes, lorsque N est grand :
1
P(X = l’z) ~ = Z I{Xn:%.}.
N n=1

k
Or, pour toutn € {1,2,...,N}, X,, = Z:Ci]'{Xn:$7j} donc
i=1

1 AL k 1N
EOIETEED ol D SFETRNY ) 9P 5 we TSN BETEE
n=1 n=1 \i=1 i=1 n=1
~P(X=x;)
Ainsi, d'aprés la loi empirique des grands nombres, la moyenne des N observations X1, Xo,..., Xy estime

I'espérance E (X).
Ceci explique que E (X)) soit également appelée moyenne de X.

Exemple. Dans le cas de la somme S des chiffres lus sur la face supérieure de deux dés,

12
1
E(S) =) kps(k) = %[QX1+3x2—|—4><3—|—5x4+6><5—|—7x6
k=2
+8X5+9x4+10x3+11x2+12x1]=7

donc la valeur moyenne de N observations de ce type est proche de 7 dés que N est assez grand.

Propriétés utiles

Expression de E (f(X)). SiX :Q — E désigne toujours une v.a. réelle discréte sur un espace probabilisé
(Q,P) et que f : E — E' est une application arbitraire de I'espace dénombrable E dans un second espace
dénombrable E', I'espérance deY = f(X) (dont I'ensemble des valeurs possibles est f(FE)) s'écrit par définition :

E(Y)= ) yP(Y =y).
yef(E)
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Or,{Y =y} = Z {X =z}, donc
{z€E, f(z)=y}

E(Y)= ) y( > P(XZw))Z > Y. f@PX=ug),

yef(E)  \{z€E, f(z)=y} yef(E) {z€k, f(x)=y}

D

zelR

soit

E(f(X)) =) f2)P(X = z)

zelR

Ce résultat est totalement intuitif compte tenu de I'interprétation précédente de I'espérance.

Application. Reprenons I'exemple d'une v.a. X ~ G(a) (a €]0,1[). D’aprés la formule précédente,

E (X2> = Z n*P(X =n)=(1—a) n? ad"'=(1-a)la Z n(n —1)a" 2+ Z na"!

n>1 —/_(ka)an—l n>1 n(r:’SJrn n>2 =1
L (lia)” (1ia)/
Par suite,
2a 1 1+a
E(X?)=(1- _ ‘
( ) ( a) {(1_@34‘(1_@)2} (1—a)?

Linéarité. En s’appuyant une nouvelle fois sur I'interprétation précédente de I'espérance, on obtient :

PROPOSITION 2 - Si X : Q — E et Y : Q — E’ sont deuxw v.a. réelles discrétes définies sur le méme
espace probabilisé (2, P), alors

E(X+Y)=E(X)+E()]

Conséquence. E(X —-E(X))=E(X)-E(E(X))=E(X)-E(X)=0.

Cas de deux variables indépendantes. Soient X : Q) — E et Y : Q — F deux v.a. discrétes définies
sur le méme espace probabilisé (2, P).

PROPOSITION 3 — Quelles que soient les fonctions réelles f : E — IR et g : F — R, la formule
multiplicative
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est valable si X et'Y sont indépendantes.

Démonstration. Par définition de I'espérance de la v.a. f(X)g(Y)

E(f(X)gYV)= > [fl@)gly) pxy(z,y) = (Z f(m)px(x)> X (Z g(y)py(y)) :

z,y)EEXF xEF cF
(@) px (@) xpy (4) v

ce qui démontre bien le résultat. m

2.2.2 Variance, écart-type

Définition. On appelle variance d’'une v.a. réelle discréte X : Q — E (E C RR) et on note Var (X) la
quantité :

Var (X) = E ([X - E(X)P?)

Dans la pratique, on utilise plutét I'écart-type de X, noté o(X), et défini par

o(X) =/ Var (X)

Cet écart-type sert a mesurer 'ampleur de I'étalement de la loi de probabilité de X autour de son centre de
gravité E (X)), comme le montre I'inégalité suivante, dite de Bienaymé-Chebichev :

o(X)?

a2

Va >0, P(IX ~E(X)|2a) <

Ainsi, la probabilité que X s'écarte de E (X)) d'une quantité supérieure ou égale a o = ko(X) est inférieure a
1%2 (par exemple, si k = 10 cette probabilité est inférieure a 0.01).

Démonstration de I’inégalité de Bienaymé-Chebichev. On part de I'expression de la variance,

o(X)?= ) [r - E(X)P(X = 2),
ek

en remarquant que E={x € E, [t —E(X)| <a}+{zx € E, |zt —E(X)| > a}, de sorte que :

o(X)? = > [z —E(X)?P(X =x)+ > [z — E(X)]?P(X =)
{z€E, |[z—E(X)|>a} {z€E, |[z—E(X)|<a}

>a?

>0

v

o? Z P(X =x)
{z€FE, |z—E(X)|>a}

P(|X-E(X)|>a)

ce qui démontre bien le résultat annoncé. m

Lorsque 0(X) =1, la v.a. X est dite réduite.
Ainsi, sio(X) # 0, % est toujours une v.a. réduite, car on sait que Var (\X) = A\2Var (X) pour tout réel ),
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ce qui entraine Var (U&) Var X)=1.
De plus, comme X — E (X)) est centree o(X —E(X))=o0(X), donc X;(F;g() est centrée réduite, puisque :
2
(X -EX)=E||X-E(X)-BE(X-EX))| | =E(X-EX)]")=0*X).

Autre expression de la variance. Elle s'obtient directement a partir du calcul suivant :

Var (X) = Z [z —E(X)]? px(z)= Zaz2px(az) —2FE (X) prX pr
vel 22—2zB(X)+E(X)? rel &,_/ @,_/
E(X?) E(X) 1

soit

Var (X) = E (X?) - E(X)?

Exemple. Sil'on reconsidére I'exemple d’une v.a. X ~ G(a) (a €]0,1[), on a :

Var (X) =B (X?) —E(X)? = ——
N
(11;‘—032 (17a>2
Cas de la somme de v.a. indépendantes. Soient (X1, X2,...,X;) une suite de n (n > 2) v.a. réelles

discrétes X, : Q — E,,, définies sur le méme espace probabilisé (2, P).

PRroPOSITION 4 — Si X1, Xo, ..., X,, sont indépendantes alors

| Var (X1 + X5 + ...+ X,,) = Var (X1) + Var (X5) + ... + Var (X,,) |

Démonstration. La linéarité de I'espérance donne (sans utiliser I'hypothése d'indépendance) :
EXi4+Xo4...+ X)) =E(X)+EXa) +... + E(X,),
et donc
X1+ Xo4 .. + X, —E(X1+Xo+...+X,)=[X1 —E(X))]+ [Xo —E(Xy)] + ...+ [X, —E(X,,)].
En prenant I'espérance des deux membres de cette égalité aprés les avoir élevés au carré, on obtient par linéarité :

Var (X1 +Xo+...+ X,) = > E([Xi—E(X)][X; —E(X;)]).

1<i,j<n
Mais lorsque i # j les variables X; et X; sont indépendantes et la proposition 3 impose :
E([X; —E(X)][X; —E(X;)]) =E([X; —EX)]) xE([X; —E(X;)]) =0x0=0.

Comme E ([X; — E(X;)][X; — E(X;)]) = Var (X;) lorsque i = j, le résultat s’en déduit. m
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2.3 Quelques modeles aléatoires discrets

2.3.1 Lois géométriques

On a déja défini dans ce chapitre la loi géométrique de paramétre a €)0, 1], notée G(a). Si X ~ G(a), on
a vu que

P(X =n)=(1—-a)a"! (n € IN¥)

Espérance et variance. Les calculs effectués précémment ont permis d’obtenir les expressions de I'espérance
et de la variance de X :

E(X) = fla Var (X) = (1:#)2

2.3.2 Lois de Bernoulli

Considérons un jeu de pile ou face. Le résultat X de ce jeu est symbolisé par 0 pour pile et 1 pour face.
Pour représenter ce jeu, on peut poser Q) = {pile, face} de sorte que X : Q@ — {0, 1} est une v.a. discréte.
On suppose que

P(X=0)=1-p et P(X=1)=p|

pour un réel p €]0, 1] fixé.
On dit alors que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, et on note X ~» B(p).
Lorsque p = % on retrouve en fait la loi uniforme.

Espérance et variance. OnaE(X)=1xp+0x (1 —p) soit
E(X)=p

De méme, Var (X) =12 x p+ 0% x (1 — p) —p? soit

E(X?2)

Var (X) = p(1 - p)]

2.3.3 Lois binomiales

On considére maintenant un jeu de pile ou face de durée n > 2. Les résultats X,,, (1 < m < n) de ce jeu
sont représentés par des 0 (pour pile) et des 1 (pour face). Chaque X,,, 1 < m < n, est une v.a. suivant une
loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1[ : X,,, ~ B(p).

Si I'on suppose que toutes ces v.a. sont indépendantes, on a

P[(Xl,XQ,...,Xn) = (x1,$2,...,xn)] :P(X1 :Il) X P(X2 :JZ'Q) X ... X P(Xn :l‘n)
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pour tout z; € {0,1} (1 <i<mn).
Ainsi, en notant |x| le nombre de coordonnées x; du vecteur x = (x1,x2,...,2,) qui sont égales a 1, il vient
immédiatement :

P[(X1,X2,..., X)) = (21,20, ..., 2n)] = p*I(1 = p)=1ol.

En dehors des X,,, la premiere v.a. intéressante dans ce modéle est le nombre de X,,, égaux a 1 (le nombre de
“faces” ), soit :

Ny=)Y 1ix, -3 = > X
m=1 m=1

La loi de cette v.a. entiére qui prend ses valeurs dans {0, 1,...,n} se calcule aisément. En effet, pour tout entier
k de{0,1,...,n} :

P(Nn:k) = Z P[(Xl,XQ,...,Xn):(.’El,xg,...,ﬁfn)]

{m=(x1,m2,...,mn), |I‘:k}

= Card ({z = (x1,22,...,2a), |z = k}) x pl*l(1 — p)' =1l

Or Card ({x = (x1,72,...,2,), |2| = k}) = CF donc N,, suit la loi binomiale de paramétres n,p que I'on
notera B(n,p) et qui vaut :

By p(k) = Chp*(1 —p)"* 0<k<n)

soit

N
Espérance et variance. Comme N,, = Z X, la linéarité de I'espérance impose :
m=1

E(N,) = Y E(Xnm),

m=1

soit, puisque E (X,,) = p pour tout m € {1,2,...,n} :
E(N,) =np
De méme, comme les X, (1 < m < n) sont indépendantes,

Var (V) = Z Var (X,,) .
m=1

Or, Var (Xp) = (1 = p)*P(Xpn = 1) + (0 — p)*P(X;n = 0) = p(1 — p)*> + p*(1 — p) = p(1 — p), donc

E([Xm _E(Xm)]2):E( [Xm _p]2)

’Var (N,) =np(1 —p) ‘
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Comportement asymptotique de N, : lois des grands nombres On admettra les deux parties du
résultat suivant, appelé lois des grands mombres, qui confirme rigoureusement la loi empirique des grands
nombres.

PROPOSITION 5 (Lois des grands nombres)
C P Ny, gy g
(Loi faible). Lorsque n — +00 la fréquence =™ converge en probabilité vers la probabilité p en ce sens que
pour tout € > 0 fixé :
n—-+00 0

-5
n

Ny,
P[—p’>€

(Loi forte). De plus :
P

N,
lim n:p} =1.
n

n—-+0o

2.3.4 Lois multinomiales et test d’adéquation du y?
Loi multinomiale

Généralisons le modéle précédent en permettant aux v.a. discrétes X,, de prendre un nombre fini d de
valeurs distinctes plutbt que les seules valeurs 0 et 1, et notons E ['espace fini de cardinal d de ces valeurs
possibles x. D'autre part, nous garderons I'hypothése d'indépendance de la suite X1, Xo, ..., X, ainsi que celle
dite d'équidistribution qui suppose que les X, (1 < m < n) suivent la méme loi {p(z),x € E} sur E.

Pour compter les nombres de fois qu’une valeur possible x est prise par les X,,, on introduit les v.a. entiéres
positives

n
Nnvx = Z l{X"L:x}7
m=1

qui vérifient manifestement I'égalité Z Np oz =n.
. JJEE . P
On admettra que le vecteur aléatoire d — dimensionnel a coordonnées entiéres positives
(Nngo, v € E)

suit alors la loi multinomiale de paramétres n et {p(x),x € E} suivante

Ng
P[Np 4 =ng] =n! H ]& oiny >0 (xrekE)et an:n
zelE N zelR

Test d’adéquation du y?

Un probléeme important dans les applications est de tester si une v.a. X dans un espace fini E suit une loi
donnée {p(x),x € E} sur cet espace (par exemple si un digit aléatoire suit la loi uniforme sur {0,1,...,9}).
Pour procéder a un tel test, on se donne un échantillon de taille n de la v.a., c’est-a-dire la suite

X17X27"'7XTL

de n v.a. indépendantes et de méme loi sur E, obtenue en observant la v.a. X dans n répétitions indépendantes
et similaires de I'expérience a laquelle X est liée. La loi commune de ces X; est
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— soit la loi {p(x),x € E} si “I'hypothése est vraie” ;
— soit une autre loi {q(x),z € E} quelconque si “I'alternative est vraie”.

Le vecteur aléatoire N
< Mt x e E)
n

formé par la fréquence des x (x € E) dans I'échantillon sera alors, d'apres la loi des grands nombres, proche du
vecteur p = (p(x), = € E) dans le cas ou I'hypothése est vraie et dans ce cas seulement.
Pour mesurer I'écart entre ces deux vecteurs, le staticien K. Pearson a introduit la v.a. scalaire

7, = Z [Nno — np(x)]Q

= np(z)

dont les valeurs probables sont trés différentes selon que I'hypothése est vraie ou non, lorsque n est grand. En
effet, on montre que
— E(Z )=d-1 si /’hypothése est vraie;

2
)>n Z )] si 'alternative est vraie.
zelk )
Par conséquent, lorsque n est assez grand, E(Z,,) > d—1 si l'alternative est vraie (et si la loi p est suffisamment

différente de la loi q).

2.3.5 Lois de Poisson

La loi de Poisson Py de paramétre \ (A réel > 0) est la probabilité sur IN définie par la formule

Py(n) = e 2% (n € IN)

n!

Le facteur constant e~ assure que Z Py(n) =1 comme il le faut.
nelN

Espérance et variance. Si X suit une loi de Poisson de parameétre A\, son espérance est égale 3 son
paramétre. En effet,

N n—1
E(X):ZnPA Zne — */\)\Z A
neN n>1 n! w1 (n—1)!
e
ce qui donne bien
E(X)=2A\
Ensuite,
Var (X Z nQP,\ 2
nelN
E(X?2)
et

) B A7 B )\n—2 )\n—l
SR = Ll = S mm = W i S e

nelN nelN n! n21(p_1)+1
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soit

Var (X

)=\

31
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Chapitre 3

Variables aléatoires réelles

On reprend ici la notion de variable aléatoire introduite au chapitre précédent pour |'étendre au cas ot ces
v.a. prennent leurs valeurs dans toute la droite réelle IR, (qui est un espace non dénombrable). Nous dirons donc
qu'une application

X:0—=>1R

définie sur un espace probabilisé (2, P) est une variable aléatoire réelle (v.a.r. en abrégé).

Pour tous réels a < b,

{a<X <t ¥ {we, X(w)ela,b]}

est alors un événement dont on peut calculer la probabilité
def
Pla<X <b) = P({a< X <b}).
En particulier, une v.a. entiére X : () — ZZ est une v.a.r. au sens précédent et

{a < X <b} = Z {X =n}, (a<b)

{neZ, a<n<b}

de sorte que

Pla< X <b)= Z px(n) (D)
{neZ, a<n<b}

si{px(n) = P(X =n), n € Z } désigne la loi de probabilité de X .

3.1 Densités de probabilité

3.1.1 Définition et propriétés immédiates
Définition. Nous dirons que la v.a.r. X posséde la densité de probabilité x — px(x) sur IR si
b
Pla< X <b)= / px(2)da ()

a

quels que soient les réels a < b.

33
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Remarque. Si X posséde une densité de probabilité px, on a forcément

pour tout ¢ € R, donc les événements {X = c} ne sont pas intéressants pour une telle variable.
De ce fait, I'égalité {a < X < b} ={X =a}+{a < X < b} implique P(a < X <b)=Pla< X <b) et!lon
a plus généralement

Pla<X<b=Pla<X<b)=Pa<X<b=Pla<X<b)

pour tous a < b de IR.

Propriétés immédiates. Comme P(a < X < b) > 0 pour tous réels a < b et que P(X € R) =1, la
fonction px doit nécessairement étre positive, d'intégrale égale a 1 sur IR, :

Ve € R, px(xz) >0
—+o00
/]RpX(af;)d:U = / px(z)dr =1

Remarque. Une v.a. entiére ne posséde pas de densité de probabilité (a moins d’introduire les pseudo-
fonctions de Dirac, ce que nous ne ferons pas ici). C'est pourquoi, toute v.a.r. X admettant une densité sera
dite continue (par opposition aux v.a.r. entiéres, qui sont discrétes).

Néanmoins on peut remarquer que le maniement de sommes telles que (D) est analogue a celui des intégrales de
(C) et d'ailleurs, on adopte généralement comme ici la méme notation pour les lois discrétes {px(n), n € Z }
et les densités de probabilité {px(x), v € R}.

Transformation de v.a.r. Pour toute fonction f : IR — IR, f(X) est une v.a.r.
De plus, si X est continue de densité de probabilité px, on a alors pour tous réels a < b :

Pla<f(X)<b)= [ px@de=[ | px(a)ds
{z€R, a<f(zx)<b} f=1(Ja,b))

3.1.2 Exemples de densités de probabilité
Densité uniforme

La densité uniforme sur un intervalle réel fini [u,v] est constante sur cet intervalle et nulle en dehors. Elle
est donc définie par

1 %u siu<xz < v
u(z) = v — ul[“”}](x) B { 0 sizeR\[u,v|.

Pour toute v.a.r. X possédant la densité uniforme sur [u,v] on note X ~» Uy, -
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Densité gaussienne

[

x

La fonction de Gauss x +— e~ 2 n'a pas de primitive explicite mais on montre que
“+oo 22
/ e 2dxr =+2m.

Par conséquent

[

1 z

9(x) = =€

est une densité de probabilité appelée densité gaussienne.

Densités normales

La densité normale de paramétres m et o® (m € R et o € IRY.) est la fonction

1 (z—m)?
N, o2 (ZL‘) = € 20%

N oV 2w

Remarque. La densité gaussienne est en fait la densité normale de paramétres m = 0 et 0 = 1 puisque
g = ??,071.

Lorsqu'une v.a.r. X admet la densité normale de paramétres m et o2, on note X ~» N(m,c?).

Densités exponentielles sur R

Pour tout réel 6 > 0, la fonction positive
eg(x) = He_axlm+ (z)

est une densité de probabilité sur IR portée par IR, appelée densité exponentielle sur R4 de parametre 6.
Ces densités jouent dans les applications le méme rble que les lois géométriques des v.a. discrétes. En effet, les
densités exponentielles sont typiquement des densités de durées de vie ou de délais d’attente lorsque ces durées
de vie et délais d’attente sont mesurés de maniére continue plutbt que discréte.

Densités gamma

On appelle fonction d’Euler de premiéere espece, I'application définie pour tout a € IR par
“+00
['(a) :/ e Tz .
0

Sia =n € IN* par exemple, on obtient (aprés intégration par parties) que I'(n) = (n — 1)! et on montre (par
une méthode hors programme) que I'(3) = ﬁ

La densité gamma de parametres a et p (a € RY et p € IR ) est alors définie par

-2 a—1
e Pz’ 1+ (z).

Terl®) = )
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Remarque. La densité exponentielle de paramétre § (6 > 0) est en fait la densité gamma de paramétres
a=1 etp:% puisque eg = y; 1.
0

Lorsqu'une v.a.r. X admet la densité gamma de paramétres a et p, on note X ~ ~y(a,p).

Densité de Cauchy

La fonction
1 1

olz) = 71+ 22
est une densité de probabilité appelée densité de Cauchy.

3.2 Outils permettant ’étude des v.a.r.

Soit X : Q@+ IR une v.a.r. définie sur un espace probabilisé (S, P).

3.2.1 Fonction de répartition de X

Définition. On appelle fonction de répartition de X I'application :

Fx: R —  [0,1]
x — P(X <uz).

Propriétés immédiates. Pour tous les x et x’ de E tels que x < x/,
{X <z} Cc{X <2} = Fx(z) < Fx(2)),

donc

’ Fx est croissante ‘

De plus, on déduit directement de la définition de Fx que

lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1

T——00 T—-+00

Enfin, Fx est continue a droite et on vérifie par ailleurs que

Fx(xz9) — lim Fx(x) = P(X = x).

Tr—xo—

En particulier, si X est discréte et ne prend qu’un nombre fini de valeurs réelles x1, za, . .., x,, alors F'x est une fonction en

Par contre, si X est continue, comme P(X = xg) = 0, l'application Fx est continue a gauche en tout point
xq et donc que Fx est continue sur IR.. En fait, F'x est méme dérivable sur IR, car X admettant la densité px,
on a pour tout x € R :

Fy(z) = /_ ; px(@)de — px(z) = Fly(2)

Exemples.
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Densité uniforme. Si X ~ Uy (a <b) alors

. 1 0 siz<a
Ve e R, Fx(z)= / ﬂl[“” (t)dt =¢ =5 sia<x<b
- 1 sib<z
Densité de Cauchy. Si X posséde la densité de Cauchy alors
T 1 dt 1 . arctanz 1
Ve e R, Fx(z)= /_OO s = ;aggloo ([arctant]i) = + 5

Fonction de répartition de la transformée d’une v.a.r. continue. Evidemment, X étant une v.a.r.
continue de densité px sur IR, on a pour toute fonction f : IR — IR :

vy e R, Fyool) = PUK) <y = [ px(ada= [ px(a)de.
{z, f(z) f=H(—o0uy])

Application : | X ~ N(0,1) = X? ~ 7(%, 2)| En effet, Y désignant la v.a.r. 3 valeurs positives X2,
on a pour tout y € IR
Fy(y) = P(X* <y) = P(—/y < X < i) = Fx(\y) — Fx(—V).
En dérivant cette égalité par rapport a y € IR on obtient alors

pr(y) = 2\1@1?)((\/@) + 2\1@@((—@) _ \/1271,—%8

Yy
2

De plus, Fy(y) =0 et donc py(y) =0 siy <0, d'od

1 _1 _w
Vy e R, py(y) = woridl 1R, () = 71 5(y),

29

soit Y ~» y(3,2).

3.2.2 Valeurs caractéristiques d’une v.a.r.
Espérance

Définition. L’'espérance d’une v.a.r. continue X admettant une densité de probabilité px sur IR est définie
par

E(X):/]Rxpx(x)dx

du moins si cette intégrale converge absolument.

Comme pour une v.a. entiére, |'espérance de la v.a.r. continue X est le centre de gravité de la densité px (z)
(on parle également de moyenne de X ). Ceci explique que la terminologie des v.a. entiéres soit conservée pour
une v.a.r. continue X, qui sera dite centrée si

E(X) = 0.
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Espérance de f(X). Plus généralement, pour toute fonction f : R — IR, I'espérance de la v.a.r. f(
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= / f(@)px(z)dx
R

Deux propriétés élémentaires. Compte tenu des propriétés de I'intégrale, elles s'écrivent

[E(aX +b) = aB(X) + b|

et, X1, Xa,..., X, désignant n (n > 1) v.a.r. continues :

E(Xi+Xo+...+X,) =E(X1) +E(X5) + ... + E(X,)|

X) est

On déduit notamment de la premiére de ces deux propriétés que X —E (X)) est centrée pour toute v.a.r. continue

X.

Exemples.

Densité uniforme sur [u,v]. Si X ~ Uy, (u <), alors

/ a:da?:u+v.
v—u Jy 2
———

=12,

1
E(X) = /]Ra; Xy () =

Densité gaussienne. Si X ~» N(0,1) on a :

w0kt e (Gl )

Densités normales. Si X ~ N(m,0?) (meR eto € R%), ona:

B (X)

/ 1 _ (a— m)2d
T X 78 X
R oV 2T

+m e*%( dy)
: 0' o
U\/27T Y 4

r/ye dy+mr/

B =/]Rg(y)dy=

Densités exponentielles. Toute v.a.r. X ~ (1,%) (6 > 0) a pour espérance

y=

2dy—m

E(X)= /]R:c x 0" 1, (z)dr = / zx (fe ) dz = lim ([—x(e_ex)rj + /]R+ e 0%dr = é

7(6—93?)/

i
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Densités gamma. SiX ~ vy(a,p) (a € RY etpcIRY), alors

1 z
E(X) = “rpth
(X) /]R:U X p“F(a)e rx® 1R, (x)dx

1 o —Z
% rdx

“T'(a)

Il
]
5 —

R

= 1 / a.—y
— e d

T (a) ]R+(py) (pdy)

a+1

. p / oy, _  Tla+1)
— e Ydy = .

pT(a) Ju,” T T

N—————
I'(a+1)

Densité de Cauchy. Une v.a.r. admettant une densité de Cauchy n’a pas d’espérance car la fonction

"
T —
14 a2

qui admet x % In(1 + 2%) pour primitive sur IR, n'est pas intégrable sur IR en entier.

Remarque de symétrie. L’espérance d’'une v.a.r. X admettant une densité px symétrique autour d’'un
point a (c'est-a-dire vérifiant px (x) = px(2a — x)), si elle existe, est nécessairement égale 3 a. En effet, on a
dans ce cas

+oo +oo
E(X)= / xpx(z)dx = / xpx(2a — x)dx,

—0oQ —0oQ
soit, en effectuant le changement de variable y = 2a — x dans cette derniére intégrale,

—+00 —+00

px (y)dy —/ ypx (y)dy = 2a — E(X),

— 00

E(X) = /_OO(%L —y)px (y)(—dy) = 2a/

“+oo —00

1 E(X)

ce qui donne bien E (X) = a.

Cette remarque permet ainsi de calculer directement I'espérance de la loi normale N(m,o?).

Mais il faut bien prendre garde au fait que ce résultat ne s'applique que si I'espérance est effectivement définie.
Ainsi, bien que la densité de Cauchy soit une fonction paire, on a vu qu’une v.a.r. admettant une telle densité
ne posséde pas d’espérance.

Moments

Définition. Le moment d’ordre k (k € IN) d’une v.a.r. X possédant la densité de probabilité px sur R est

mi(X) =E (Xk) = /]R 2* fx (z)dx

si toutefois cette intégrale est absolument convergente.
De méme, on appelle moment centré d’ordre k de X la quantité E ([X -E (X)}k) si elle est définie.
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Exemple : calcul de my(X) lorsque X ~» N(0,1). OnavuqueY = X2~ y(3,2) donc

1(3/2)
r(1/2)

ma(X) =E (V) =2

Cas particulier. La variance de X est le moment centré d’ordre 2 de X :

Var (X) = 0(X) = B ([X - BE(X)]?) = B (X?) - B(X)*.

Exemple : calcul de Var (X) lorsque X ~ N(0,1). D’aprés ce que I'on vient de voir :

Var (X) = 2?8;3; — 02 = my(X).

Enfin, I'inégalité de Bienaymé-Chebichev, démontrée au chapitre précédent pour une v.a. discréte, s'étend
sans difficulté (il suffit de remplacer les sommes par des intégrales dans la démonstration) au cas d'une v.a.r.
continue X :

Va >0, P(IX ~E(X)|>a)<

3.2.3 Fonction caractéristique d’une v.a.r. X.

Définition. La fonction caractéristique d’une v.a.r. X, notée t — @x(t) est la “transformée de Fourier”
de x — Fx(x), c'est-a-dire I'espérance de la v.a.r. e*X pour tout réel t :

VteR, ox(t)=E (eitX) .

Lorsque X est continue de densité px sur IR on a alors

+oo |
ER, px(t) = [ opx(a)da

—00

Exemple. Soit X ~ v(a,p), (a € R} et p € R ). Alors, pour tout t € IR,

: 1 _=z
t — itx afll d
ox(t) /IRe piaf‘(a)e P R (z)dx
1 / (it g1
= e \p 27 dx
p*I'(a) Jr,

py=(=itp)e 1 / v ( Py )“‘1 N Y
pI'(a) Jr, 1—itp 1—itp
1 p ¢ —-y,,a—1 : —a
= . / e Yy dy = (1 —itp)~ .
—_—————

I'(a)
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Formule d’inversion. Elle permet généralement de déterminer la densité d'une v.a.r. continue X a partir
de sa fonction caractéristique @ x . En effet, sit — px(t) est absolument intégrable sur IR, c’est-a-dire si

[ lextt)lde < +oo,
R

alors X admet une densité continue px donnée par

1

Ve R, px(r) = o /}R ox (t)e " dt

Exemple. Pour tout p > 0 et tout réel a > 1, la fonction
t— (1 —itp)™°

est absolument intégrable sur IR, donc la formule d'inversion permet d’écrire :

1 e—itz
VieR, — [ — dt = .
vel on /IR (1 itp)a Yap(?)

3.3 Indépendance et convolution

3.3.1 Vecteurs aléatoires réels

Définition. Nous dirons qu’une application
X:Q-RY (d>2)

définie sur I'espace probabilisé (2, P) est un vecteur aléatoire réel.
Chacune des coordonnées X;, 1 < i < d, de X est alors une v.a.r.

Loi de probabilité Pour simplifier, on considére une vecteur aléatoire (X,Y) : Q — IR? (la généralisation
a d > 2 se faisant sans difficulté), dont les coordonnées sont les v.a.r. X etY .
Pour tout (z,y) € R?, {X <2} N{Y <y} est un événement dont on peut calculer la probabilité :

P(X<zY <y €PUX<z}n{Y <y},

qui définit la fonction de répartition du couple (X,Y) :

Fxy(z,y) = P(X <x,Y <y)

S'il existe une fonction pxy : R? — R telle que
pXx, + q

u=x v=y
V(m,y) € IR27 FX,Y(ZB,Z/) = /_ /_ pX,Y(U,U)dUdUa

le vecteur (X,Y) est dit de type continu.
La fonction px y s'appelle alors la densité du couple (X,Y) sur IR?.
Evidemment, une telle densité px y est a valeurs positives et son intégrale est égale a 1 sur R? :

V(x,y) € IR27 PX,Y(JJ,y) > 0
/ / pxy(u,v)dudv =1
u€lR JvelR
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Exemple. La fonction de deux variables

(z2+y?)

1 _
rxy(z,y) = ;e /21{Iy>0}

est par exemple une densité sur IR?.

Application : calcul de la loi de X +Y a partir de pxy. Pour tout z € IR,
Fyiv(2) =P(X+Y <z)= // pxy(z,y)drdy = // pxy(z,y)dzdy.
{(zy)eR?, a+y<z} o+y<z

3.3.2 Indépendance

Définition. Nous dirons que deux v.a.r. continues X et Y définies sur le méme espace probabilisé (2, P)
sont indépendantes si elles vérifient

V(z,y) € R?, Fxy(z,y) = Fx(z) x Fy(y)

Maintenant, si les v.a.r. X et'Y sont continues et admettent pour densités respectives px et py, cette condition
s'écrit également

V(z,y) € R?, pxy(z,y) = px(z) x fy(y)

Exemple. Supposons que X ~» N(0,1) et Y ~ N(0,1), de sorte que px(x) = \/%—Ne_ﬂﬂ

\/%e_?ﬁ/?. Si la densité du couple (X,Y) est

et py(y) =

1 2,2
pxy(z,y) = ;e =ty )/21{wy>0}7
on voit bien que px y(x,y) # px(z)py (y) et donc que X et Y ne sont donc pas indépendantes.

PROPOSITION 1 - S5i X etY sont deux v.a.r. indépendantes, alors f(X) et g(Y) sont également indépendantes
pour toutes fonctions f et g de IR dans R.

Ensuite, comme dans le cas des variables discretes, on démontre la proposition suivante.

PROPOSITION 2 — Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes :
— E(XY)=E(X)E()
— 032X +Y)=0%(X)+ oY)

3.3.3 Convolution

PROPOSITION 3 — Si X et Y sont deuxr v.a.r. indépendantes de densités respectives px et py, alors
X +Y a pour densité
—+00
pxev() = (ox +p) () = [ px(u - v)py ()do.

— 00
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Démonstration. Pour tout z € IR, on a, en posant Z = X +Y :

Fyz(z)=P(Z <z) = //+ § pxy (@, y) dzdy.
TH+y<z ———

px (@)py (y)

Effectuons le changement de variable

rty=u r=u—v

y=v y=v,
de sorte que

z +oo
Fz(z) = / (/ px(u — v)py(v)dv> du. m
—00 —00

px+y (u)

Exemple. Soient X ~» Ujgq) et Y ~» Uy}, deux v.a.r. supposées indépendantes. La densité de la v.a.r.
X 4+Y est donc

+0o0o
Va € R, h(w) = [ Loy = o) x Lo (@),
Or la fonction intégrée est non nulle si et seulement si

0<u—v<1
et = 0<u<2
0<v<l1

Choisissons donc u € [0, 2].
u

—si0§u§1,h(u):/ dv=u
0

1
—sil<u<2 h(u) = dv=1—(u—1)=2—u.
1

u
Enfin, comme on I'a déja mentionné plus haut, h(u) =0 siu < 0 ou u > 2.

Caractérisation. Si X et Y deux v.a.r. continues, on a I'équivalence :

X etY sont indépendantes <= pxiy = px X @y ‘

Démontrons I'implication “==". D’aprés la proposition 1, les deux v.a.r. ¢*X et ™Y sont indépendantes pour

tout réel t. Il résulte alors de la proposition 2 :

VtER, pxiy(t) =E (eit(X-i-Y)) ) (eitX % eitY) ) (eitX) E (eitY>7
—_—
ex(t)  ey(t)
ce qui démontre la premiére implication de cette équivalence.
La réciproque, est alors une conséquence directe de la proposition 3 et de la formule d’inversion.
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Exemple. Soient X ~» vy(a,p) et Y ~ v(b,p) (a, b et p appartenant a IR, ) deux v.a.r. indépendantes.
Pour tout t € IR, on a donc

px+v(t) = ox(t) x @y(t) =(1—itp)~ 0,
N—— ~——
(1—itp)—*  (1—itp)~?

donc la formule d’inversion montre que X +Y ~» ~v(a + b, p).
Conséquence. Soient X;~ N(0,1),1 <1i<n (n € IN*), n v.a.r. indépendantes. D’aprés la proposition
1, les variables X? sont indépendantes et comme (on a déja vu que) X2 ~» ~(%,2) pour tout i € {1,2,...,n},

I'exemple précédent implique
2 2 2 n
X7+ X35 +...+Xn«»7(§,2).

On dit alors que X} + X3 + ...+ X2 suit la loi du chi-deux & n degrés de liberté.



